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แนวการตรวจใหคะแนน (Marking Scheme) ขอสอบทฤษฎี 
ขอ 1. การถายโอนพลังงานจากมวลชนกันใน 1 มิติ 
1.1  
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กฎการอนุรักษโมเมนตัม     BBAABBAA vMvMuMuM +=+ …(1)           {0.5 คะแนน} 

เนื่องจากเปนการชนแบบยืดหยุน พลังงานจลนรวมคงที่ 
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BBAABBAA vMvMuMuM +=+  …(2)             

นําสมการที่ 2 มาจัดรูปใหม  
( ) ( )2222

BBBAAA uvMvuM −=−   

ซึ่งเมื่อเทียบกับสมการที่ 1 ไดวา  
BBAA vuvu +=+ ...(3)             

{เขียนสมการ (2) หรือ (3) ถูก ให 0.5 คะแนน} 

นําไปแทนคาในสมการที่ 1  
( )
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2 ...(4)                {0.5 คะแนน} 
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1.2 เมื่อ 0=Bu จะไดวา 

BA
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uMv
+

=
2    {0.1 คะแนน}  และ  ( )

BA

ABA
A MM

uMMv
+

−
=     {0.1 คะแนน}  

พลังงานจลนของหลังชน BM ตอพลังงานจลนต้ังตนของ AM  

{แทนคาได 0.2 คะแนน} 
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= …(6)    {ถูกได 0.2 คะแนน} [ ]BA MMfor ==     1             
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พลังงานจลนที่เหลือของ AM  ตอพลังงานจลนต้ังตนของ AM  

{แทนคาได 0.2 คะแนน} 
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…(7) {ถูกได 0.2 คะแนน}                                        

 
1.3 ให R เปนอัตราสวนของพลังงานที่มวล BM ไดรับตอพลังงานตั้งตนของ AM   
พลังงานที่ BM เกิดจากการสงผานมาจากการชนของ m  เนื่องจากเกิดการชนทั้งหมดสองครั้ง  
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= …(8)   {1.5 คะแนน ตัวแปรสลับท่ีกันได} 

R มีคามากที่สุดเมื่อ  0=
∂
∂
m
R …(9)   {0.5 คะแนน} 
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…(9) {1.0 คะแนน} 

0=m  นั้นไมใชคําตอบเพราะทําให 0=R   ดังนั้นคําตอบคือ BAMMm =  
 
1.4 
 
 
 
 
จากสมการในขอ 1.2 พบวาพลังงานของมวล AM ลดลงนอยมากหากวา BA MM <<  และในกรณีนี้มวล AM
จะเคล่ือนที่ถอยหลังในขณะที่มวล BM มีความเร็วสุดทายนิดหนอย 
นั่นคือในกรณีที่ m  อยูระหวางมวล M แลวมวล m จะเคล่ือนที่ชนมวลทั้งสองแบบกลับไปกลับมา เนื่องจากใน
แตละครั้ง m จะสูญเสียพลังงานใหกับ M นิดหนอย เราพอประมาณไดวามวล M ทั้งสองจะไดรับพลังงานเฉลี่ย
เทาๆกันจากการชนของมวล m  
 
ให u คืออัตราเร็วตนของ m  
ให V คืออัตราเร็วของ M หลังจากมวล m มีพลังงานเหลือครึ่งหนึ่ง  

M Mm

เร่ิมตนอยูนิ่งเริ่มตนอยูนิ่ง

M Mm

เร่ิมตนอยูนิ่งเริ่มตนอยูนิ่ง
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จากกฎการอนุรักษพลังงาน 
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ซึ่งนอยกวา u ในกรณีที่โจทยกําหนดวา Mm <<  นั่นคือในทุกขณะอัตราเร็วของ M จะนอยกวาของ m มากๆ
เสมอ (นักเรียนไมจําเปนตองอธิบายขางบนนี้) 
 
ในแตละครั้งของการชนเราจะสมมุติวา 0≈V  เนื่องจาก Mm <<           {1.0 คะแนน} 
{ถาบอกเหตุผลให 0.5} 
 

ดังนั้นในการชนแตละครั้งมวล m จะมีสัดสวนของพลังงานที่เหลือกับพลังงานตั้งตนเทากับ 
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(โดยใชผลจากขอ 1.2)       {0.5 คะแนน} 

หลังจากการชนจํานวน n ครั้งจะเหลือสัดสวนของพลังงาน
n
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ขอ 2. พลังงานศักยไฟฟาของระบบประจใุนระนาบ 
2.1 [รวม 1.5 คะแนน] คาพลังงานในการนําโปรตอนทั้ง 4 ตัวจากระยะอนันตมาไวที่มุมทั้ง 4 ของสี่เหล่ียมจัตุรัส   

 นําโปรตอนตัวแรกมาวางที่มุมที่ 1 พลังงาน = 0 

 นําโปรตอนตัวที่สองมาวางที่ดานเดียวกัน พลังงาน = 
2

04
e

aπε
  

 นําโปรตอนตัวที่สามมาวาง พลังงาน = 
2 2

0 04 4 2
e e

a aπε πε
+   

 นําโปรตอนตัวที่ส่ีมาวาง พลังงาน = 
2 2

0 0

2
4 4 2

e e
a aπε πε

+  

 รวมพลังงาน = 
2

0

(4 2)
4

e
aπε

+  หรือ 
2(4 2)ke

a
+   

 {ถาตอบถูกโดยไมอธิบายให 1.2 คะแนน } 
{ถาอธิบายพลังงานการนําประจุเขามาแตละขั้นไดถูก แตคําตอบรวมผิด ใหข้ันท่ีถูกข้ันละ 0.3} 

 
2.2 [รวม 1.0 คะแนน]  

ตําแหนงต่ําสุด คือ พิกัด (0,0)     {0.5 คะแนน} 
โดยพิจารณาจากความสมมาตร      

มีคาศักยไฟฟา = 
0

2e
aπε
หรือ 4 2 5.657ke ke

a a
≈    {0.5 คะแนน} 

2.3 [รวม 2.5 คะแนน]  
คาพลังงานศักยเปนฟงกชันของ x จะเขียนไดเปน 

2 2

1 2
2 2

2 2 2 2

1 1
2 22 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

4 2 21 1 1 1

p
ke keE
d d

ke ke

a a a ax x

ke x x
a a a

− −

= +

= +
       + + − +       
       

 
       = + + + − +                 

 

   

 สมการใดก็ไดที่สมมูลกับสมการขางตน {0.5 คะแนน} 
หาคาพลังงานศักยที่ x = −2a, −0.5a, −0.25a, 0 จะได 

2 2

2
1 14 2.049
10 26p

x a
ke keE
a a

= −

 
= + = 

 

 {0.3} 

2 2

0.5
14 1 5.789
5p

x a
ke keE
a a

= −

 = + = 
 

  {0.3} 



5/10 

2 2

0.25
2 24 5.797
5 13p

x a
ke keE
a a

= −

 = + = 
 

 {0.3} 

2 2

0

4 2 5.657p

x
ke keE
a a

=

= =
  {ใหคะแนนในขอยอยที่แลวไปแลว} 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
เขียนกราฟไดถูกตองจากคาที่ −2a, −0.5a, −0.25a, 0  {0.5} 
รูปรางเปนหลังอูฐคู (Double camel back) ให {0.6} 
ไมระบุแกนหรือสเกลอยางถูกตอง หัก {-0.5} 
 
2.4 [รวม 2.0 คะแนน]  

จุดที่ใหคาพลังงานศักยสูงสุด คือ 0.39x a≈ ±  โดยไดคา 
2

5.866p
keE
a

≈   

หาคาอัตราเร็วเริ่มตนไดจาก 
2

2
0 0 ,max

1 5.866
2k e p

keE m v E
a

= = ≈   

 ได 
2 2

0 2 5.866 3.425
e e

ke kev
m a m a

≈ × =  

ทั้งนี้ การหา Exact Solution จะยากมาก แตนักเรียนสามารถทําสวนนี้โดยการประมาณไดหลายวิธี เชน  
1) วิเคราะหจากแนวกราฟและทราบวาจุดสูงสุดอยูระหวาง −0.5a  และ −0.25a  หลังจากนั้นใชการ

กระจายฟงกชันรอบจุด −0.5a  ใหเหลือในรูปโพลิโนเมียลดีกรีสอง แลวหาคาจุดสูงสุดดวยการหา
อนุพันธแลวแทนคาเปนศูนย  

2) แบงสวนแลวกดเครื่องคิดเลขหาคาโดยประมาณ 
3) ผลรวมของแรงเปนศูนย (Maximum Potential)  

ได x ผิดพลาดจากคาขางตนไมเกิน  +0.02a  {ให 1.0 คะแนน}  
(ถาเกิน +0.02a  แตไมเกิน +0.05a  {ให 0.5 คะแนน})  

ได pE  ระหวาง  
2 2

5.85 5.87p
ke keE
a a

≤ ≤  {ให 0.5 คะแนน}  

ไดคา pE  อยูในชวงที่ไดคะแนนขางตนและคํานวณอัตราเร็วเริ่มตนไดถูกตอง {ให 0.5 คะแนน} 

-2 -1 1 2

1

2

3

4

5

6
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ตัวอยางการคํานวณ 
เพ่ือความสะดวกในการคํานวณ ทําการยายแกน โดยยายจุด Origin มา

ไวที่กึ่งกลางดานซาย ดังรูป ทําการคํานวณคา x’ ( ' )
2
ax x= +  ที่ให

คาพลังงานศักยสูงสุด (โดยทราบวา x’ มีคานอย) ทําโดยหาคาพลังงาน

ศักยเปนฟงกชันของ x’ หลังจากนั้นทําการหาจุดที่ 0
'
pE

x
∂

=
∂

 

 
สําหรับ x’ เล็กๆ จะกระจายเทอมแลวตัดถึงเฉพาะเทอม x’2 

2 2 2
2

3 2 3 3

2 2 2 2

2 2 2

1 2 ' 1 4 ' 2 ' 24 '4
5 5 5 5 5 25 5

4 2 5 ' 4 ' 2 ' 24 '5 1
5 5 255

p
x x x xE ke

a a a a a a

ke x x x x
a a a aa

 
≈ − + + − + 

 
 

≈ − + + − + 
 

  

หาอนุพันธเทียบกับ x’ แลวใหเปน 0 (หาจุดทีค่วามชันเปนศูนย) 
2

2 2 2

2

2

4 4 5 ' 4 4 ' 48 '
' 5 5 255

4 4 4 48 '4 5 0
5 5 255

4 28 '0 4 5
5 25

'20 (28 100 5)

20' 0.10225
100 5 28

pdE ke x x x
dx a a a aa

ke x
aa

x
a

x
a

x a a

 
≈ − + − + 

 
  ≈ + − − + ≈    

  ≈ + − +    

≈ + −

≈ ≈
−

  

แทนคา x’ = 0.102a หาคากาํแพงศักย Ep,max ได  
1 1

2 2 2 2 2 2 22 2
,max

2

2 2

2 2

4 (4 0.102 ) (5 8 0.102 4 0.102 )

1 1 4
4 0.102 1 4 0.102 5 8 0.102

4 5.865(0.9798 0.4865)

pE ke a a a a a a

ke
a

ke ke
a a

− − 
≈ × + + − × + × 

 
 

≈ + 
× + × + − × 

≈ + ≈
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a

e+

p

p

p

p

d1
d2

2.5 [รวม 3.0 คะแนน] เนื่องจากการสั่นที่แอมปลิจูด
เล็กๆในระบบนี้มี Angular symmetry คือการสั่นในแนว
ตางๆ เหมือนกันทุกองศา ดังจะเห็นไดจาก Contour 
Plot ของพลังงานศักยที่ บริเวณเล็กๆ รอบจุดสมดุลมี
รูปรางเปน วงกลมสมบูรณ ดังนั้น จะแสดงการคํานวณ
เฉพาะในแนวแกน x 
{นักเรียนสามารถหาการสั่นในแนวใดก็ได} 
 
 
 
{การหาแรง นักเรียนสามารถหาไดจาก pF E= −∇  หรือ F qE=  เฉลยนี้แสดงเพียงวิธีแรก} 
{นอกจากนั้นนักเรียนอาจเลือกการสั่นในแนว 45 องศา จากแกน x จะหาคําตอบไดงายขึ้น} 
เมื่อโพสิตรอนถูกผลักออกจากจุดสมดุลเปนระยะทาง x ตามแนวแกน x คาพลังงานศักยมีคาเปน 

2 2

1 2

2

2 2 2 2

2

2 2
2 2

2 2( )

1 12

2 2 2 2

1 12

2 2

p
ke keE x
d d

ke
a a a ax x

ke
a aax x ax x

= +

 
 
 = + 

        + + + −                
 
 
 = +
 

+ + − + 
 

 

หาแรงจาก  

( ) ( )

( ) ( )

2
3/ 2 3/ 22 2 2 2

2
3/ 2 3/ 22 2 2 2

( )
( )

1 2 1 22
2 2/ 2 / 2

2 2

/ 2 / 2

pE x
F x Kx

x

a x a xke
a ax x a ax x

a x a xke
a ax x a ax x

∂
= − = −

∂
 + − + = − − −
 + + − + 

 + − + = +
 + + − + 

   

{เขียนสมการแรงไดถูกตอง (อาจจัดรูปไดแบบอื่น)}   {1.0 คะแนน} 
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สําหรับ x<<a 

( ) ( )

( ) ( )

2
3/ 2 3/ 22 2

2

3/ 2 3/ 23/ 2

3/ 2 5/ 2 3/ 2 5/ 22

3/ 2

2

3

2 2( )
/ 2 / 2

2 2
/ 2 / 2

3 3( 2 ) ( 2 )
2 2 2 2 2 2

( 2

a x a xF x ke
a ax a ax

ke a x a x
a a x a x

ke a a a aa x x a x x
a

ke a
a

− − − −

 + − + = +
 + − 
 + − +

= + 
 + − 
           = + − + − + +                          

= +

2 2 2

3

)(2 2 6 2 ) ( 2 )(2 2 6 2 )

2 12 122 6 4 2 6 4

x xx a x
a a

ke x xa x x a x x
a a a

 − + − + + 
 

 
= − + − − − + + 

 

 

( )
2

3

4 2( ) keF x x
a

= −  

หาสมการแรงไดถูกตอง   {1.5 คะแนน} 

ดังนั้น   
2

3

4 2keK
a

=    {0.25 คะแนน}   

 

และ 
2

3

4 2

e e

K ke
m a m

ω = =  {0.25 คะแนน} 
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ขอ 3 ผลจากการไหลของของไหล 
เมื่ออากาศไหลระหวางแผนกลมทั้งสองจะทําใหเกิดผลตางของความดันเกิดขึ้นระหวางภายในและภายนอก 
ผลตางของความดันนี้ทําใหเกิดแรงยกขึ้นได 

แรงยก = แรงเนื่องจากผลตางความดัน - แรงเนื่องจากการเปลี่ยนโมเมนตัมที่ปลายทอ 

3.1 [รวม 2.0 คะแนน] การคํานวณหาอัตราการไหลที่ตําแหนง r นั้นเราสังเกตวาแผนกลมมีความสมมาตร 
ดังนั้นอัตราการไหลที่ระยะหาง r  จะเทากันทุกจุด ความเร็วของการไหลนี้สามารถคํานวณไดจากอัตราการไหล
ต้ังตน 
ให v = ความเร็วของลม ที่ r  
อัตราการไหล = 0

2vaπ    m3/s (ออกจากทอลม)  {0.5 คะแนน} 
ตองเทากับ rtvπ2=  m3/s         {0.5 คะแนน} 
 

  
ดังนั้น 

r
K

rt
va

rt
vav =⋅==

1
22

0
2

0
2

π
π  เมื่อ 

t
vaK

2
0

2

=       {1.0 คะแนน} 

 
3.2 [รวม 2.0 คะแนน] 
ให  P  คือ ความดันที่ตําแหนง r  

V คืออัตราเร็วอากาศบริเวณขอบของแผนกลม 

ดังนั้น   
R
KV =     {0.5 คะแนน} 

พิจารณา Flow Line จากตําแหนง r ไปยังบริเวณขอบของแผนกลม (ที่รัศมี R ) 
จาก Bernoulli’s equation ของการไหลจาก r  ไปที่ R  

2
0

2

2
1

2
1 VPvP ρρ +=+     {0.5 คะแนน} 

 ดังนั้น 2

2

2

2

0 2
1

2
1

r
K

R
KPP ρρ −+=        {1.0 คะแนน} 

a2

r

R
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3.3 [รวม 3.0 คะแนน] 
หากแบงแผนกลมเปนวงแหวนหนา dr แรงที่กระทําทั้งหมดสามารถหาไดจากการแบงแผนวงกลมเปนวงแหวน  

แรงเน่ืองจากความดัน   ( ) rdrPP
R

a

π20 ⋅−= ∫     {1.5 คะแนน} 

 

rdr
Rr

K
R

a

πρ 211
2
1

22
2 ⋅






 −






= ∫   {0.5 คะแนน} 

R

aR
rrK 








−⋅= 2

2
2

2
1ln2

2
1 πρ    {0.5 คะแนน} 

   







+−= 2

2
2

2
1

2
1ln

R
a

a
RKπρ          {0.5 คะแนน}   

3.4 [รวม 2.0 คะแนน] 
แรงเน่ืองจากการเปลี่ยนโมเมนตัมตอเวลาที่ปลายทอกลมที่ลมถูกพนลงมา 2

0
2

00
2 vavva ρπρπ =×=      

{2.0 คะแนน} 
(เชนเดียวกับแรงลมที่เขาปะทะกําแพง แรงลัพธที่กระทํากับพ้ืนที่ 2aπ  จากดานบนและดานลางจะเทากับการ
เปล่ียนโมเมนตัมของลม) 
 
3.5 [รวม 1.0 คะแนน] 

ดังน้ันแรงยก 2
0

2
2

2
2

2
1

2
1ln va

R
a

a
RK ρππρ −








+−=   ….(A)         

แทนคา
t
vaK

2
0

2

=      {สมการ A หรือ B ก็ได 0.5 คะแนน} 

 

แรงรวม 2
0

2
2

2

2

2
0

4

2
1

2
1ln

4
va

R
a

a
R

t
va ρππρ

−







+−=   …(B)    

 
ซึ่งแรงยกนี้ตองมากกวาหรือเทากับ มวล g×  ของแผนกลม 

มวลแผนกลม 







−








+−≤ 2

0
2

2

2

2

2
0

4

2
1

2
1ln

4
1 va

R
a

a
R

t
va

g
m ρππρ   {0.5 คะแนน} 

 
 
 
  


